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Distribuicdes invariantes/estacionariedade /convergéncia

Seja (Xp) ~ CM(-,P) em S. Uma medida i em S * sera dita
invariante (ou de equilibrio, ou estaciondria) para (X,) (ou P) se

pP=p (e, pry = > cstxPxyy y €S). (0)

Se p for uma probabilidade, diremos que 1 é uma distribuicdo
invariante (ou de equilibrio ou etc).

Obs. 1) © medida invariante = uP" = pu, n > 0. (1)
2) Se p distribuigdo invariante e Xy ~ i, entdo X, ~ u, n > 1.

Def. Diremos que um processo estocdstico (Xp)n>0 é estaciondrio
se (Xnte)n>0 ~ (Xn)n>0 para todo £ > 0.

isto é, u: S — [0,00), que também veremos como um vetor (jix)xes com
entradas > 0



Teorema 1

Se y distribui¢do invariante para uma Cadeia de Markov (X,) e
Xo ~ p, entdo (X,) é estaciondria.

Dem. Basta mostrar que para n,£ > 1, xq,...,x, € S arbitrérios

P(Xo = x0, X1 = x1,...,Xn = Xp)
=P(Xy = x0, X140 = X1, - -, Xt = Xn). (2)
O lado direito de (2) vale
inv

P(X, = XO)PXOXI Py ixe = o Proxa 7 Py

que é o lado esquerdo de (2). O



Teorema 2

Suponha que S seja finito e que para algum x € S haja um vetor 7

em S tal que n)
Pxy’ = m, quando n — oo Vy € S.

Ent3o, m é uma distribuicdo invariante.

. n) CK n—1
Dem. 7, = limy 00 P L limy 00 3,05 P VP,

[S|<oco n—1
= ZZGS limp oo P>(<z )sz = ZZGS 7Tszy,

e como m, > 0 Vy, m € uma medida invariante. Agora,

Sl<oo .
2yes Ty = 2yes IMnsoo P>(<y) Slee iMpso0 D yes P>(<;) =1,

e m € uma probabilidade. O



Obs.

No passeio aleatério discutido no Album 6, pode-se verificar que
Pi;) — 0 quando n — oo V¥x,y € Z9. T (3)
Exemplos

1) P_(lga 1f‘ﬁ)

Descontados casos triviais (a4 8 = 0 ou 2), temos (do que vimos
antes): quando n — oo

B _a_
a+pB  a+p

e logo (c%ﬁ’ ﬁ) é distribuicdo invariante para P.

T = 0 n3o deixa de ser uma medida invariante, mas nio é uma
probabilidade



Exemplos (cont)

0 1 0
2) P=|[ 0 1/2 102
1/2 0 1/2

Podemos voltar ao que fizemos antes e (tentar) calcular o limite de
P" para obter uma distribuic3o invariante. Em vez disto, notemos
que a condi¢do (0) para que 7 seja invariante produz um sistema
linear de equacgdes para p. Vamos monta-lo e tentar resolvé-lo
nesse caso; m deve satisfazer:

M=%, m=m+%; m3=72+7% =>1=m1(1,22)

Como queremos que 7 seja uma distribuicdo de probabilidade,

_1 _ (122
m=35er=(533)
Note que s6 temos uma distribuicdo invariante nesse caso, €, logo,
se o célculo do limite sugerido acima vingar (de fato, vinga;

verifique), entdo deve produzir m como acima.



Exs (cont.)/Recorréncia positiva/nula
3) Passeio aleatério simples simétrico em Z

Nesse caso, uP = i é equivalente a

[ix = 3Hx—1 + 3fixt1, X € Z.

Logo ux = const é solugdo para toda const, o que de toda forma
ndo nos fornece uma distribui¢do invariante (j& que n3o ha
distribui¢do de probabilidade uniforme em Z).

De fato, segue de (3) (e da teoria a ser desenvolvida a seguir) que,
nesse caso (irredutivel e recorrente), ndo ha distribuigdo invariante,
0 que nos leva ao seguinte conceito, central para a existéncia de
distribuicdes invariantes em cadeias irredutiveis.

Recorréncia positiva/nula

Se x € S for tal que my := E,(Tx) < oo, entdo dizemos que x é
recorrente positivo. Se x for recorrente, mas n3o recorrente
positivo, entdo sera dito recorrente nulo.



Teorema 3
Seja P irredutivel. Ent3o sdo equivalentes as seguintes afirmacdes.

(i) Todos os estados sdo recorrentes positivos;
(i) Existe um estado recorrente positivo;

(iii) P admite uma distribui¢do invariante.

Além disto, sob (iii), sendo 7 a distribuicdo invariante, temos:

1
=—,x€S.

mx

Obs. 1) P irredutivel e recorrente positiva = 7 é Unica. Nesse caso
p = é a linica solucdo probabilistica de P = y ¥; adicionalmente,
mx > 0 para todo x € S;

2) Recorréncia positiva é propriedade de classe (pois cadeia restrita a
classe recorrente é irredutivel); (segue que) o mesmo vale para
recorréncia nula;

tisto &, 1 : S — [0, 00) satisfaz: a) uP = u e b) Doestx =1



Obs. (cont.)

3) Pode-se mostrar que, se P for irredutivel, entdo

a) P recorrente positiva < 3! distribuicdo invariante;

b) P recorrente = 3! medida invariante, a menos de constante
multiplicativa;

c) P recorrente nula = 4 distribuicdo invariante;

d) P recorrente nula <= 3 medida invariante infinita + P
recorrente

4) Se S for finito e P for irredutivel, entdo P é recorrente?;
podemos mostrar que nesse caso P é recorrente positiva.

§Segue do Teorema 4 do Album 6.



Exemplos
1) Passeio aleatério simples e simétrico em Z (irredutivel, recorrente)
Seja ux = 1. Entdo uy, = %ux_l + %/J/X+1, x € Z, e logo u € invariante.
Sendo p infinita, a Obs. 3d acima diz que a cadeia é recorrente nula.’

2) O argumento acima funciona igualmente em Z?2; y = 1 é invariante
também para o PASS em Z9, d > 3, mas nesse caso, a cadeia n3o é
recorrente|| .

3) PAS assimétricoem Z: Pyx_1=q<p=Pxxi1, p+qg=1.
p="Pu & px = px—1Pp + fix+1q, X € Z (4)

X
A equacdo de diferengas (4) tem a seguinte sol geral: p, = A+ B(g ;

logo, temos uma familia a 2 pardmetros, A, B > 0, de medidas
invariantes: ndo hd unicidade a menos de const multiplicativa (cadeia
transitdria); ndo ha distribuicdo invariante.

YA mesma conclusio segue da analise feita no Album 3 (vide Slide 10); note
que, por simetria, Eo(To) = E1(Ho).
IEsse caso é contra-ex para reciproca da Obs 3b: Teo de Liouville discreto.
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Ex. 4) Castelo de cartas

S=7Z"=1{0,1,2...}; Pcxs1=px €(0,1), x > 0.

x =1—px Dx

\A

0 x x+1

PP =& o =300 fxGx,  fix = fix—1Px—1, X > 1.
—1 —

Iterando: px = MO(H;ZO py) =: pto Px—1. Logo, fi = (1,Po, Py,...),

e multiplos positivos sdo medidas invariantes.

Se M = szo P, < 00, entdo ™ = HLM é a distribui¢3do invariante.
Nesse caso, como P é irredutivel, temos que P é recorrente positiva.
Exercicio: Mostre que P ¢ a) transitéria < limy_, oo Px = H;io px > 0;

b) recorrente nula < J[7Z, p =0e > o, Px = 0.
(i) Se px = p, entdo P, = p**!, x >0, elogo 1+ M =Y _ p* = %,

onde g =1 — p. Segue que m, = p*q, x > 0, é a distribuicdo invariante
nesse caso.
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Ex. 4 (cont)

(ii) Suponha que p, — 1; entdo, Py = szo py = eXy=oloe(1=a,),
X — 00O
e verificamos prontamente que
x q x
e LTy <P <em X, (5)
(ii.a) Suponha que exista xp > 1 tal que g, = £, x > xp, onde ¢ > 0 é
uma constante. Segue de (5) que
q 1 1
> =0 T Dm0y ~ €Oy 5 ~ clogx, e, logo, Px ~ const ;:. (6)

Se ¢ > 1, entdo M ~ const Z < 00, e P é recorrente positiva.

xlxc
Se 0 < c<1,entdo M ~ const > oo

segue do exercicio acima que P é recorrente nula.

=00, e, como |lim =
x= ]_Xc » S x—>oo73x
(ii.b) Se existir Xo>1tqgy = i X > Xg, onde ¢ > 1 é uma constante,
entdo Zy 0 1 q < 00, e segue de (5) que limy_,o Px > 0. Logo,

pelo exercicio acima, temos que P é transitdria nesse caso.™™

**Pode-se checar ainda que n3o hd medidas invariantes nesse caso, a n3o ser
a trivial p = 0.



Convergéncia ao equilibrio

Def. x € S é dito aperiddicose 3 g >11tq P2 >0V n> ng.

Obs. Pode-se verificar que x é aperiddico se e sé se 0 mdximo
divisor comum de {n >1: P)(O'Z) > 0} for 1.

Lema 1. Se P for irredutivel e admitir um estado aperiddico,
entdo para todo x,y € S, temos que Pi;) > 0V n bastante
grande. Em particular, todo estado é aperiddico.

Dem. Sejam z € S aperiddico e x,y € S. Da irredutibilidade:
dr,s: P>((Q, PS,) > 0. Dado ng tq Pg’) >0V n> ng, se
n>ny:=ny+r+s:

P)((;) > P)S;)Pg_r_s)Pg,) >0,jaquen—r—s2>np.

Obs. Aperiodicidade é propriedade de classe.
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Teorema 4 (Convergéncia ao equilibrio)

Suponha que P seja irredutivel, aperiddica, e que tenha distribuicdo
invariante m. Dada uma distribuicdo inicial p qualquer, temos

P(X,=y) — 7, Vy €S. (7)
n—oo
Alternativamente,

Py(Xn =) =2 Ty Vx,y €S. (8)

Obs. 1) O limite n3o depende de u ou x (perda de memdria).

2) Do Teorema 3: podemos substituir a frase " que tenha distribuicdo
invariante 7" por "recorrente positiva"; nesse caso, incluimos depois de
(7): "onde 7 é a distribuicdo invariante estipulada pelo Teorema 3".

3) Cadeias irredutiveis e recorrentes positivas sdo ditas ergddicas.
Cadeias irredutiveis finitas sdo ergédicas (vide Obs 4 no slide 9).
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Dem. do Teorema 4

Vamos tratar apenas do caso em que S é finito.
1° caso: Py, > 0 para todo x,y € S

Vamos mostrar que para todo x,y € S, Pi") = P§, converge para um
limite que n3o depende de x qdo n — oo. Pelos Teos 2 e 3 acima, esse
limite, vamos denota-lo por 7, fornece entdo a Unica distr inv de P.
Vamos fixar y € S, e sejam M, = M,(y) = maxxes P, =: P},
mp, = my(y) = minges Py, =Py, e, = An(y) = M, — my,.

Basta mostrar que

a) (M,) é uma sequéncia numérica decrescente'T; (9)
b) A, — 0 quando n — oo, (10)
pois, fazendo m, = lim,_,oc M,(y), entdo

|Pay — my| < PG, — Mu(y)| + [Ma(y) — 7y | = |PG, — P [+ [Ma(y) — |
< An(y) + [My(y) — 7| — 0 quando n — oo.

e logo, como a seq é obvia/e > 0, ela converge
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Dem. do Teorema 4 — llustracdo (lo. caso)

Dgs<) < 4
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1° caso (cont.)
a) Parav € Sen>1, segue de P"1 = PP" que
P‘f;;rl = ZXES PVX’ny = ZXES vaP:ny = Mn €, |0g0, Mn+1 < Mn- Da

b) Seja 6 = min, ves Pu,. Note que 0 < 6 < 1/2. Temos também que

M, — Mn+1 = Pn - Zues PZn+1UPL7y
- ZUES Zn+1U(’Dn 'DS ) > PZ/H»an(Pg,,y - Pg/ny) > 5An (11)
Similarmente, Mpy1 — my, > 040, n> 1. (12)

Obs. (12) nos diz em particular que m, ,/* em n. Logo V n > 1
My,>m,>m >6=m =limyye Mp(y) >6>0,y€S. (13)

Continuando, temos que
An+1 = Mn+1 — Mpp1 = (Mn - mn) - (Mn - Mn+1) - (mn+1 - mn)

)

2) =€
< A, — 20, = (1-28)A, < A, <o <ENA <L

Note que 0 < & < 1. (10) segue. Op
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2° caso

Em todo caso, podemos supor que existe K tal que Pg, > 0 para todo
x,y € S ¥. Segue do 1° caso que

Pg" — 7, quando n — oo para todo y € S, isto &,

™
PK" = : | quando n — oo.

Logo, para £ > 1 fixo, segue que
PKntt — PEPR" 5 PPN =N quando n — o,

* . ’ .
onde = segue de P’ ser uma matriz estocastica e I ter as entradas das
colunas constantes. Concluimos que

P" — I quando n — oc. O

#pela aperiodicidade de P e finitude de S, usando o Lema 1

18



Obs

1) Segue do argumento acima que no caso irredutivel aperiédico
finito a convergéncia P" — I é exponencialmente rapida:

maxy yes [Px(Xn = y) — mx| < const ¢, n > 1,

para algum 0 < ¢ < 1.

2) Nesse mesmo caso, pode-se usar a decomposi¢cdo de P na forma
candnica de Jordan, como indicado no Album 4. Podemos ent3o
mostrar que ha apenas um autovalor com médulo 1, que vamos
denotar por A\; (de fato, \; = 1, como ja indicamos antes) e que
dentre os demais autovalores X2, ..., A\p, (onde m = [S|), temos
que n = max |\;| < 1. Segue que

maxy yes |Px(Xn = y) — mx| < const n*n™, n > 1,

onde 0 < k< m—1 é o tamanho do bloco de Jordan
correspondente a 7 (o maior tamanho, se houver mais que um tal
bloco).
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Obs (cont.)

3) Segue ainda da demonstracdo acima*, e do Teo 2, que, quando S for
finito, o Teo 4 pode ser enunciado, alternativamente, da seguinte forma.

Teorema 4/
Sejam S seja finito e P irredutivel e aperiédica. Ent3o, para x,y € S,
i) im0 Pu(X,, = y) existe e ndo depende de x;

ii) Fazendo m, = im0 Py (Xp = y), ¥y € S, temos que m = (my)xes é
a dnica distribui¢do invariante para P; além disso, 7, >0V y € S.

A unicidade de 7 segue de (1) e da demonstracio acima: seja p uma
distribuicdo invariante para P; entdo, para todo n

= puP" logo, = lim, oo P = plim, oo P" = ull = 7;
a positividade de 7, para todo y foi estabelecida em (13).

Em particular, segue que uP = p, visto como um sistema de eqs lineares

com incégnitas (px, x € S), tem em = 7 a Unica solugdo probabilistica.

*que, note-se, vale apenas para S finito, enquanto o Teo 4 vale tb para S
infinito (sob as conds de seu enunciado, é claro)
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Convergéncia ao equilibrio — Caso irredutivel geral

Para enunciar o caso irredutivel geral (ndo necessariamente aperiédico e
recorrente positivo), comecamos com um resultado preliminar.

Teorema 5 Seja P irredutivel. Entdo 3 um inteiro d > 1 (finito) e uma
particdo S =Co U --- UCy_1 tal que, fazendo Cpyr, =C,, 0 < r < d,

(i) Pﬁ;) > 0sésey € Cryp onde rétal que x € Cy;

(ii) Dados r e x € Cy,y € C,, temos que P)((;dH) > 0V n grande.

Obs. 0) Co,...,Cq—1 séo disjuntos.

1) d é dito o periodo da CM/de P; o caso aperiédico corresponde a
d=1.

2) Pode-se mostrar que d = mdc{n>1: P)(O'Z) > 0}, indep de x € S.

3) A partigdo é Unica a menos de qual componente recebe o rétulo "0",
no caso em que d > 1, o que é arbitrario entre os d componentes.

4) Esse teorema diz que, para 0 < r < d, se pu se concentrar em C,, entdo
(Ya)n>0 = (Xan)n>0 é uma CM(u, P9) em C,, irredutivel e aperiédica, e,
logo, a ela se pode aplicar o Teorema 4, se for recorrente positiva.
Enunciaremos um resultado mais geral no Teorema 6 abaixo.
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llustracao para o Teorema 5

/\\ i

L

As transicdes em 1 passo de dado estado de C,, para dado
r=0,1,...,d — 1, se dd necessariamente para um estado de C,
(nd0o necessariamente sempre 0 mesmo).
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Obs.(cont.)/Exemplos

4') Na situagdo acima, podemos escrever

Co C - Cygu
Co /Po 0 - 0
a [0 P oo 0
= [T T (14)
Cs—1 \O 0 -+ Py

onde P, é irredutivel e aperiddica, 0 < r < d.

Exemplos

1) O Passeio Aleatério Simples em Z, com p € (0,1), é irredutivel e tem
periodo d = 2 com Cy = {inteiros pares} e C; = {inteiros impares} (ou
vice-versa).

2) Cadeias com 4 e 3 estados e matrizes de trans dadas, resp, por

1 1
22 32) (o0
2 7 2 7 1e|l0 O 1]|. Temosd =2 em ambos os casos.
Va1 \io
2 030
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Teorema 6 (Teo geral de convergéncia para cadeias irredutiveis)

Suponha que P seja irredutivel e tenha periodo d, e seja Cp,...,Cq_1 a
particdo estabelecida no Teo 5. Seja 1 uma prob em S concentrada em
Co, € (Xs) ~ CM(u, P). Entdo, p/r=0,...,d —1ey €C,, temos que

— d
P(Xodr = y) njo my (15)
onde m, =E,(T,) T; em particular, se x € Co,
(nd+r) d
LI 4 (16)

Obs. 1) Os casos transitério e recorrente nulo estdo incluidos; em ambos
o limite se anula identicamente.

2) Usando a nota¢do de 4’) acima, temos que, no caso recorrente

positivo do Teo 6, -— = 7/ = d,, onde (7}, z € C;) é a linha constante
y

de N, =lim,_ . P7 e (my, w € S) é a distr inv para P dada no Teo 3.
(Mas isto vale também nos casos recorrente nulo e transitério, com
N=0em,=0)

td _
= =0
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Obs 3

Ainda no caso recorrente Co Ci -+ Cg-1
positivo, seja C /My 0 .- 0
Ci o n, --- 0

Cda—1 0 0 R | P

Da Obs 2, segue entdo que

MNP = lim PP = lim P = |im PP =P lim P =PN

n—oo n—oo n—oo n—oo

Do Teo 5.i, temos que Co Ci Co o Cys
CO 0 RO 0 e 0
Cl 0 0 R1 LRI 0

P= S A

Cd—2 0 0 0 s Rd_2

Ci—1 \Rg_x 0 0 .- 0

onde R, é uma matriz estocastica C, x C,41, 0 < r < d 1,

‘Lembre que Cy = Co. Qdo d =1, P = Ro.

(17)

(19)
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Obs 3 (cont.)

r

L, sex€C;

Para 0 < r < d, fagamos 7}, = e
0, se x € S\Cp;

7' = (7, x € §). De (18), usando (17) e (19), segue que

FP=7"0<r<d, (20)
onde #? = #0. Fazendo, finalmente, ™ = dzr o T, temos
d—1 Fr d-1 Hr
FP—dZ P—dz =7, (21)

e logo 7 é uma distribui¢do invariante para P (note que 7 é uma
probabilidade).

De fato, pelo argumento utilizado acima, logo abaixo do enunciado do
Teorema 4/, temos que 7 é (inica.

De novo, como no caso observado no Slide 20, aqui também, se S for
finito, entdo o sistema de equacdes lineares yP = ppem ptemem p=m
a unica solucdo probabilistica.
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Obs final

Nesse dlbum, enunciamos sem provar (no caso geral, em que S
pode ser infinito) os Teoremas 3, 4, 5 e 6.

Dos argumentos que apresentamos para o caso em que S é finito,
segue maior parte dos Teoremas 3, 4 e 6 nesse caso.

Pontos que ndo foram abordados no caso finito sdo a equivaléncia

afirmada no Teorema 3, e a forma especifica de 7 ali estabelecida.

Ambos seguem do Teorema Ergédico, a ser visto logo abaixo
(depois de Reversibilidade).
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